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Използвани означения 

Величини  

Gc  концентрация на глюкозата [kmol G/m3] 

Gac  концентрация на глюконовата киселина [kmol Ga/m3] 

2Oc  концентрация на разтворения кислород [kmol 02/m3] 

∗
2Oc  равновесна концентрация на разтворения кислород [kmol/m3] 

Xc  концентрация на биомасата [kg/m3] 

D  коефициент на дифузия [m2/s] 

akL  обемен коефициент на масопренасяне [h-1] 

20k  коефициент, отразяващ кислородната лимитация [kmol 02/m3] 

k  коефициент на масопренасяне [h-1] 

0k  коефициент, описващ фазата на ненарастване на биомасата [h-1] 

1k  коефициент, отразяващ получаването на продукта в уравнение (3.3.12) и свързан с  

 нарастването на биомасата [kmol Ga/kg X] 

1k  коефициент, отразяващ лимитацията на СО2 в уравнение (3.4.12) [kg/m3] 

2k  коефициент, отразяващ получаването на продукта в уравнение (3.3.12) и свързан с  

 ненарастването на биомасата [kmol Ga/kg X.h] 

3k  коефициент, свързан с растежа на биомасата в уравнение (3.3.12), консумацията на субстрат за растежа 

на биомасата [kmol G/kg X] 

4k  коефициент, свързан с растежа на биомасата в уравнение (3.3.12), консумацията на субстрат за растежа 

на биомасата на час [kmol G/kg X.h] 

5k  параметър в уравнение (3.3.12) свързан с консумацията на кислород за растежа на биомасата [kmol 02/kg 

X] 

6k  параметър в уравнение (3.3.12) свързан с консумацията на кислород за растежа на биомасата на час [kmol 

02/kg X.h] 

q локална скорост на масопренасяне [kg/m3h] 

t време [h] 

W обемна скорост на масопренасяне [kg/m3h] 

Гръцки символи 

iα  броя на параметрите в моделните уравнения 

 χ константа на Хенри 

μ  специфична скорост на растеж на биомасата [h-1] 

maxμ  максимална специфична скорост на растеж на биомасата [h-1] 

ρ  плътност [kg/m3] 
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УВОД 

Моделирането и симулирането представляват метод за количествено описание на 

процесите и системите в инженерната химия и химичната технология с цел решаването както 

на научни, така и на инженерни проблеми. 

Моделирането представлява създаването на математичния модел посредством 

определяне на структурата на математичното описание, определяне стойностите на 

параметрите на математичното описание на базата на физичен експеримент и проверка на 

значимостта на параметрите и адекватността на моделите. 

Симулирането е количествено описание посредством съставянето на алгоритъм и 

програма за решаване на уравненията на модела и изчислителен експеримент. 

Структурата на математичното описание на инженерно-химичните процеси се изгражда 

на базата на знанията за техния механизъм и моделите на елементарните процеси 

(хидродинамични, дифузионни, топлинни, химични, биохимични и др.), които участват в 

механизма. Математичните структури съдържат параметри, които в повечето случаи се 

определят на базата на експериментални данни посредством решаване на параметрични 

идентификационни задачи.  

Инженерната химия използва моделирането и симулирането като основен метод при 

изследването на процесите, базирайки се на постиженията в химията, физиката и 

математиката. Основна цел на инженерно-химичните изследвания е получаване на 

количествено описание на механизма и кинетиката на процесите в промишлените апарати за 

целите на оптималното проектиране, управление и реконструкция на химичните 

производства. 

Проблемите при моделирането на процесите и системите в инженерната химия са 

свързани преди всичко с идентификацията на моделните параметри. Трудностите, които 

възникват при решаването на редица практически задачи произтичат най-често от 

некоректността на параметричната идентификационна задача и многоекстремалността на 

целевата функция, поради което е необходимо прилагането на специални методи и подходи. 

В настоящия дисертационен труд са представени именно такива подходи за 

параметрична идентификация. За решаването на некоректни обратни задачи е предложен 

регуляризационен метод. В случаите на многофункционални модели е разработен 

йерархичен подход, с използване на полиномни апроксимации на предоставени 

експериментални данни, който е използван при моделиране на процеса на биотрансформация 

на глюкоза до глюконова киселина и процеса на нарастване на червени мицроводорасли в 

ерлифтен фотобиореактор. 
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1. Литературен обзор и изводи 

В литературния обзор е разгледано моделирането на инженерно-химичните процеси и 

по-специално моделирането на елементарните процеси в инженерната химия. 

Един от основните проблеми при моделирането на процесите и системите в 

инженерната химия е свързан с идентификацията на параметрите. Проблемите, които 

възникват произтичат най-често от некоректността на параметричната идентификационна 

задача и многоекстремалността на функцията на най-малките квадрати, поради което се 

налага да се прилагат различни методи за нейното решаване, свързани с математичната 

структура на модела [1]. 

Една от най-съществените трудности при оптимизационните задачи в инженерната 

химия е изборът на метод за тяхното решаване. Тази трудност идва главно от това, че няма 

универсален алгоритъм за решаване на всички оптимизационни задачи, възникващи в 

практиката. 

Въз основа на направените проучвания се стигна до следните изводи: 

 Некоректността на параметричната идентификационна задача следва от чувствителността 

на решението по отношение на експерименталните грешки, свързани с определянето на 

зависимата променлива, т.е. малки грешки в експерименталните стойности при 

определянето на зависимата променлива водят до големи грешки в изчислените 

стойности на параметрите. За решаването на некоректните обратни задачи се използват 

методи за регуляризация, най-често вариационен или итеративен подход. 

 При некоректните параметрични идентификационни задачи минимизирането на целевата 

функция най-често не води до решение на моделните уравнения, което налага въвеждане 

на допълнителни условия. 

 Инженерно-химичните процеси много често се описват с голям брой уравнения и 

параметри. При решаването на практически задачи целевата функция се получава със 

сложна конфигурация-оврагова, многоекстремална или смесена, което усложнява 

намирането на екстремума (минимума/максимума) на тази функция. За търсенето на 

екстремума са необходими много добри начални приближения на стойностите на 

моделните параметри при стартиране на итеративните процедури. За решаването на 

оптимизационни задачи от този тип са разработени редица подходи и методи. 
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2. Цел и задачи на дисертационния труд 

 

 Целта на настоящата дисертация е разработване на методи за параметрична 

идентификация, в случаите на некоректност на обратните задачи и 

многоекстремалност на целевата функция в многопараметрични инженерно-

химични модели. 

 

За реализирането на така поставената цел формулирахме следните задачи: 

1. Да се покаже, че некоректността на параметричните идентификационни задачи се 

дължи на малък параметър пред старшата производна в модела, тъй като инженерно-

химичните процеси се описват с основните уравнения на хидродинамиката, топло- и 

масопренасянето, и параметрите (дифузия, вискозитет, топлопроводност) в тези 

обобщените модели са малки числа. Да се сравни предложеният регуляризационен 

метод за решаване на такъв тип задачи със симплекс метода fminsearch. 

2. Създаване на метод за параметрична идентификация в многопараметрични модели 

посредством полиномни приближения на експериментални данни, което позволява 

използването на йерархичен подход за получаване на началните стойности на 

параметрите в областта на глобалния минимум. Тестване на този йерархичен подход за 

параметрична идентификация при многопараметрични модели при моделирането на 

ферментационен процес. 

3. Прилагане на предложения йерархичен метод при моделиране на процеса на 

фотосинтеза в ерлифтен фотобиореактор и създаване на кинетичен модел на този 

процес на нарастване на червени микроводорасли, в случаите когато не се разполага 

достатъчно пълна експериментална информация за протичането му. 

 

3. Специална част 

3.1. Регуляризационен метод за параметрична идентификация 

Много често параметричните идентификационни задачи в инженерната химия са 

некоректни, като некоректността се дължи на малките стойности на параметрите 

(коефициенти на дифузия, вискозитет, топлопроводност) пред старшата производна в 

модела, т.е. на чувствителността на решението на задачата по отношение на грешките в 

експерименталните данни [2].  



За решаването на обратни задачи от този вид се прилага методът на регуляризация     

[3, 4]. 

Методът на регуляризация се свежда до намиране на регуляризиращи оператори и 

определяне на регуляризиращ параметър. 

Определянето на регуляризиращите оператори може да се направи посредством 

итеративен подход. 

Итеративната регуляризация представлява построяване на регуляризиращи алгоритми 

на базата на различни итеративни методи, като параметърът на регуляризацията 

представлява номера на итерацията [3, 5, 6]. 

Много итеративни методи за търсене на минимум на функция, в това число и 

градиентни, са устойчиви по отношение на грешки в изходните данни, но след известен брой 

итерации тези грешки могат да се увеличават поради натрупване. За целта се налага спиране 

на итеративните процедури, в резултат на което се получава устойчиво приближение. 

Разглежда се модела: 
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)

)

( b,xfy = , (3.1.1) 

където  е вектор от независими променливи, а ( mx,...,xx 1= ( )jb,...,bb 1= -вектор от 

параметри. 

Параметрите в модела се определят посредством  експериментални значения на 

зависимите променливи  

N

( )Nŷ,...,ŷŷ 1= . (3.1.2) 

Това изисква да се въведе функцията на най-малките квадрати: 

( ) ( )∑
=

−=
N

n
nn ŷybQ

1

2 , (3.1.3) 

където  са значенията на зависимите променливи на модела (3.1.1) за ( b,xfy nn = ) N,...,n 1= , 

а  са стойностите на независимите променливи за  различни 

експериментални условия. 

( mnn x,...,x1= )nx N

Параметрите на модела могат да се определят от условието за минимум на ( )bQ  в 

зависимост от параметрите ( )jb,...,bb 1= . 



Итеративната процедура започва с начални приближения за стойностите на 

параметрите ( )00
1

0
jb,...,bb = . 

На всяка следваща итерация стойностите на тези параметри ( )jiii b,...,bb 1=  ( i -номер на 

итерациите) се определят от условието наложено от движението по посока на антиградиента 

на : ( )bQ

( ) ( )

( )
( )

( )

Jj

b
Q

b
Q

R

JjRbb

J

j ij

ij

ij

ijiijji

,...,1,

,,...,1 ,

1

2

1

1
1

111

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

=

=−=

∑
= −

−
−

−−− β

 (3.1.4) 

където iβ  е стъпката на итеративната процедура. 

( )
( )( )[ ] ( )

( )

.,...,1,
,ˆ,2

1 1

1

1

Jj
b

bxf
ybxf

b
Q N

n ij

n
nin

ij

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

−=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂ ∑

= −

−

−

 (3.1.5) 

Сходимостта на итеративните методи за търсене на решение на некоректните обратни 

задачи зависи от тяхната сходимост при коректната им постановка. 

Итеративната процедура е сходяща, ако са изпълнени условията: 

1. Приближаване към минимума на ( )bQ : 

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

0ˆ2,2
1 1 11 1

111

1

≥
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

−−=

=−

∑ ∑∑
= = −= −

−−−

−

N

n

J

j ij
j

J

j ij
jinini

ii

b
fR

b
fRybxf

bQbQ

ββ
 (3.1.6) 

2. Приближаване към точните стойности на параметрите: bb = : 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( ) .,...,1,02 11111
22

1 JjRRbbbbbb ijijijijijjijij =≥−−=−−− −−−−−− ββ  (3.1.7) 

Точните стойности на параметрите в модела не са известни, поради което може да се 

заменят с желаната точност на тяхното определяне: 

( ) ( ) .,...,1 ,2 111 JjRbb ijijij =≥− −−− β  

( ) ( ) ( ) ,  ,
1

010
1

00
11

j

jj
jijjijjij b

bb
bbb

−
=ΔΔ=Δ=− −−− γ  (3.1.8) 
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като γ  се подбира в зависимост от желаната точност на итеративната процедура и играе 

ролята на регуляризиращ параметър. 

От уравнение (3.1.4) се получава израза: 

( ) ( ) jiijiji bbR −= −− 11  β . (3.1.9) 

Следователно второто условие за сходимост на итеративната процедура може да се 

изрази с уравнението: 

( ) ( ) .,...,1,2 1
0

1 Jjbb jiijij =−≥Δ −−  (3.1.10) 

Показател за отдалечаване от истинската стойност на параметъра е: 

( ) ( ).2 0
11 −− Δ− ijjiij bb ;  (3.1.11) 

Стъпката на итеративната процедура се определя на всяка итерация. 

1. В случаите, когато: 0,0 211 ≺≺ −−− −− iiii QQQQ , стъпката на итеративната 

процедура се увеличава се двойно: ii ββ 21 =+ ; 

2. Когато: 0 , стъпката на итеративната процедура се запазва: 

ii

,0 211 ≥−− −−− iiii QQQQ ≺

ββ =+1 ; 

3. В случаите на неуспешна итерация: 01 ≥− −ii QQ , поради отдалечаване от 

истинската стойност на параметрите, стъпката на итеративната процедура се 

намалява: ii ββ
2
1

1 =+ . 

Критерий за спиране на итерациите.  

Итеративната процедура спира, ако след неуспешен преход към минимума на 

функцията на най-малките квадрати, разликата между две последни итерации е по-малка от 

зададената точност: 

( ) ( ) .bb ijjiij 11 −− − Δ≺  (3.1.12) 

Единственост на решението.  

За единствеността на решението е необходимо β  да отговаря на допълнително условие, 

така че да се гарантира сходимостта на итеративната процедура, т.е. едновременно да са 

изпълнени условията: 
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( )

( )

( )

( )
,

RR

bb

ij

ij

ij

jij
i

1

1

1

1
1

22

−

−

−

−
− =

−
≥

Δ
β  (3.1.13) 

където ( )1−ijΔ  е точността, с която е възможно определянето на . jb

Итеративната регуляризация представлява построяване на регуляризиращи алгоритми 

на базата на различни итеративни методи, като параметъра на регуляризацията представлява 

номера на итерацията [3, 4, 5]. 

Сравнени са метода на регуляризация и симплекс метода fminsearch, използвайки 

Matlab R2007b [7], като за целта се разглежда двупараметричния модел: 

( )
( ) ,0

,10

,1

21

1

2

bby
by

0yy
b

=′
−=

=′+′′

 (3.1.14) 

където .5   ,1 21 == bb  и 52 =b  са точните стойности на параметрите. 

Параметричната идентификационна задача се решава на базата на данни, получени с 

помощта на генератор за случайни числа. 

( ) ( nnn yA..ŷ 20901 += ) , (3.1.15) 

където  са случайни числа в интервала nA { }1,0

)

. Стойностите на функцията  са получени 

от модела (3.1.14) за 

ny

( 990010 ,...,nn.x == . Максималната относителна грешка на тези данни 

ŷΔ  е ± .  %10

 

Стойностите на y  и  са показани на фиг. 1. На тази фигура са представени решенията 

на моделното уравнение при различни значения на независимите променливи.  

ŷ
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Фиг. 1. Сравнение на данните, получени от модела ( )51 21 == b,by и посредством генератора 

за случайни числа  (с максимална относителна грешка ŷ %10± ) 

x

Параметрите в модела (3.1.14) се определят на базата на -броя стойности на целевата 

функция ( , посредством минимизиране на функцията Q : 

N

)N,...,n 1=

( ) ( ) .ŷyb,bQ
N

n
nn∑

=
−=

1

2
21  (3.1.3) 

Моделното уравнение се решава при различни интервали на независимата променлива. 

В първата област на изменение 300 .x ≤≤  обратната задача е коректна, при следващата 

област -задачата е некоректна, а в третия интервал на изменение 650310 .x. ≤≤ 1660 ≤≤ x. -

задачата е съществено некоректна. 

Параметричната идентификационна задача е решена посредством итеративния метод 

[8-10] ( )∗∗
21 b,b  и симплекс метода fminsearch ( )∗∗∗∗

21 b,b . 

Ефективността на всеки итеративен метод за търсене на екстремум на функции зависи 

от началните приближения на стойностите на моделните параметри, поради тази причина 

двупараметричният модел (3.1.14) се решава с различни начални стойности на 

коефициентите. 

Моделното уравнение се анализира за различни интервали на изменение на 

независимата променлива при различни начални приближения на стойностите на единия 

параметър (Табл. 1) и при различен набор от данни ( )nŷ , получени посредством генератора 

за случайни числа (Табл. 2), за да се направи сравнение на получените от двата итеративни 

метода резултати. 



Резултатите, представени в Табл. 1 показват, че в първата област на изменение на 

независимата променлива (коректна обратна задача) няма разлики в получени чрез двата 

метода на идентификация стойности на коефициентите. При решаването на задачата в 

другите два интервала на изменение на независимата променлива (области на некоректност и 

съществена некоректност) се наблюдават съществени разлики в стойностите на параметрите, 

особено в последната област, където изчислените посредством симплекс метода стойности 

на коефициентите не са решения на моделното уравнение. 

 

Таблица 1. Стойности на параметрите в моделното уравнение (3.1.14) при различни  

начални приближения на коефициента   и различни области  1b

на изменение на независимата променлива 

( ) 60
2 =b  

Метод на регуляризация 
Симплекс метод 

fminsearch 
Интервали на 

независимата 

променлива 

( )0
1b  

∗
1b  ∗

2b  ∗∗
1b  ∗∗

2b  

0.7 0.9814 4.8926 0.9847 4.8171 

1.1 0.9886 4.9609 0.9847 4.8171 3.00 ≤≤ x  

1.5 0.9859 4.9269 0.9847 4.8172 

0.7 0.8100 6.4941 1.3466 5.8693 

1.1 1.3314 5.8549 1.3466 5.8693 650310 .x. ≤≤  

1.5 1.4206 6.0224 1.3466 5.8693 

0.7 3.9725 7.1515 50.7260 10.7409 

1.1 6.0503 7.7681 50.7260 10.7409 166.0 ≤≤ x  

1.5 3.9921 7.1355 50.7262 10.7409 

 

Параметричната идентификационна задача е решена и с различен набор от данни, 

получени с генератора за случайни числа (Табл. 2), и от анализа на резултатите се доказва, че 

некоректността на обратните задачи се дължи на чувствителността на решението по 

отношение на грешките в тези данни. 
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Таблица 2. Стойности на параметрите, изчислени с различен набор от данни ( ) ,  nŷ

получени посредством генератора за случайни числа. 

( ) ( ) 61.1 0
2

0
1 == bb  

Метод на регуляризация 
Симплекс метод 

fminsearch 
Интервали на 

независимата 

променлива 
nŷ  

∗
1b  ∗

2b  ∗∗
1b  ∗∗

2b  

1 0.9886 4.9609 0.9847 4.8171 

2 1.0081 5.1644 0.9847 4.8171 3.00 ≤≤ x  
3 1.0032 5.2764 0.9847 4.8171 

1 1.3314 5.8549 1.3466 5.8693 

2 1.2662 5.5033 1.1661 5.2752 650310 .x. ≤≤  
3 1.3800 5.5837 1.3319 5.4801 

1 6.0503 7.7681 50.7260 10.7409 

2 4.1249 6.3384 31.5533 9.1915 166.0 ≤≤ x  
3 1.8127 5.4030 5.0522 6.8221 

 

От получените резултати може да се направи извода, че в случаите когато обратната 

задача е некоректна или съществено некоректна не могат да се прилагат директните методи 

за идентификация, а е необходимо да се използват различни подходи и да се въвеждат 

допълнителни условия за определяне на коефициентите в модела. 

 

3.2. Йерархичен подход за идентификация на параметрите 

Много често моделите на инженерно-химичните процеси съдържат голям брой 

уравнения и параметри. 

В тези случаи определянето на параметрите посредством минимизиране на целевата 

функция (функцията на най-малките квадрати) е сложно, поради многоекстремалността на 

тази функция. 

За решаването на тази задача е необходимо да се намерят много добри начални 

приближения за стойностите на параметрите в модела. Използването на полиномни 

апроксимации на експерименталните данни позволява прилагането на йерархичен подход за 
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получаване на началните стойности на параметрите при стартиране на итеративната 

процедура [11]. 

Методът на параметрична идентификация в многопараметрични модели е използван 

при моделирането на ферментационни системи. Стойностите на параметрите са получени на 

базата на реални експериментални данни за ферментационен процес [12]. Получените 

резултати показват намаляване на грешката на модела при всяко следващо йерархично ниво 

и добро съответствие с експерименталните данни при последното ниво [13, 14]. 

Нека разгледаме многопараметричния модел: 

( ) ( ) ( ) ,M,...,i,cc,b,...,b;c,...,cF
dt
dc

iiiiMi
i

i
1  0    011 === α  (3.2.1) 

За решаването на идентификационната задача се използват експериментални данни за 

зависимите променливи: 

( ) ( ) ( ) N,...,n,tcc n
e

i
e

i 1   == , (3.2.2) 

където N е броя на експерименталните данни. 

Функциите на най-малките квадрати за отделните уравнения са: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ,,...,1    ,,...,
2

1
1 MitctcbbQ

N

n
n

e
iniiii i

=−= ∑
=

α  (3.2.3) 

където  са получените стойности на концентрациите след решаването на 

уравнение (3.2.1). 

( ) M,...,1i  ,tc ni =

Функцията на най-малките квадрати за уравнение (3.2.1) е: 

.  (3.2.4) QQ
M

i
i∑

=
=

1

Общият брой на параметрите в уравнение (3.2.4): 

∑
=

=
M

i
iI

1
α  (3.2.5) 

е много голям и в много случаи не е възможно да се намери минимума на функцията Q, тъй 

като тя е многоекстремална. 

За определянето на зоната на глобалния минимум на функцията на най-малките 

квадрати са необходими много добри начални приближения за стойностите на параметрите в 

модела, т.е. стартирането на минимизационната процедура е необходимо да бъде в тази зона. 
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Експерименталните данни за изменението на концентрацията с времето могат да се 

представят посредством полиномни приближения. 

( ) ( ) ( ) ,M,...,1i   N,1,...,n   ,tPtc in
e

i ==→  (3.2.6) 

където  са полиноми от 5та и 6та степен. ( )tPi

Разглеждаме първото уравнение от (3.2.1), където всички функции, в това число и 

първата, са заместени с полиномните апроксимации на експерименталните данни. 

( ) ( ) ,2    , MitPtc ii ≤≤≡  (3.2.7) 

т.е. 

( ) ( ) ( ) .cc,b,...,b;P,...,P,cF
dt
dc

M 1 01111211
1 0   

1
== α  (3.2.8) 

Минимизацията на функцията: 

( ) ( ) ( )[ ,~,...,~ 2

1
111111 1 ∑

=

−=
N

n
nn tPtcbbQ α ]  (3.2.9) 

където  е решението на уравнение (3.2.8), позволява да се изчислят стойностите на 

параметрите 

( )n1 tc

( )
1111 αb~,...,b~  в първото уравнение на модела (3.2.1). Получените грешки при 

параметричната идентификация в този случай са резултат единствено на грешките от 

експерименталните данни и грешките от полиномните приближения. 

Тази процедура е възможно да се повтори за всички уравнения на модела (3.2.1) 

(стъпка по стъпка). Получените стойности на параметрите iij ,...,j;M,...,i;b~ α1 1 ==  могат да 

се използват като нулеви приближения в параметричната идентификационна задача и те се 

явяват нулево йерархично ниво в идентификационната процедура. 

Много често точността на нулевите приближения на стойностите на параметрите не са 

достатъчни за минимизацията на Q в уравнение (3.2.4), защото стойностите на параметрите в 

един модел не отчитат грешките в други модели.  

Следващата стъпка е изчисляване на параметрите във второто уравнение от модела 

(3.2.1). 

За тази цел се решават първите две уравнения: 

( ) ( ) ( ) ;cc,b~,...,b~;P,...,P,c,cF
dt
dc

M 1 011113211
1 0   

1
== α  
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( ) ( ) ( )2 022213212
2 0   

2
cc,b,...,b;P,...,P,c,cF

dt
dc

M == α  (3.2.10) 

и след минимизация на функцията Q2 се получават стойностите на параметрите във второто 

уравнение ( )
2221 αb,...,b . ( ) min,...,

22212 →αbbQ  

Следващата стъпка е решаването на трите уравнения от (3.2.1): 

( ) ( ) ( ) ;cc,b~,...,b~;P,...,P,c,c,cF
dt
dc

M 1 0111143211
1 0   

1
== α  

( ) ( ) ( ) ;cc,b,...,b;P,...,P,c,c,cF
dt

dc
M 2 0222143212

2 0   
2

== α  

( ) ( ) ( )3 0333143213
3 0   

3
cc,b,...,b;P,...,P,c,c,cF

dt
dc

M == α  (3.2.11) 

и след минимизацията на функцията Q3 се получават стойностите на коефициентите 

( )
3331 αb,...,b . 

Последната стъпка е решаването на i уравнения 

( ) ( ) ( )    0   1 0111111
1

1
,cc,b~,...,b~;c,...,cF

dt
dc

i == α  

( ) ( ) ( ) ,,...,2  ,0   ,,...,;,...,  011 MiccbbccF
dt
dc

iiiiii
i

i
=== α  (3.2.12) 

и получаване на ( )
iii b,...,b α1  след минимизацията на Qi. 

Последното йерархично ниво е решаването на уравненията (3.2.1) и минимизиране на 

функцията Q, използвайки вече изчислените стойности на коефициентите 

( iij ,...,j;M,...,ib α11 == ) като начални приближения в минимизационната процедура. 

Използването на полиномни апроксимации на експерименталните данни позволява 

прилагането на този йерархичен подход за получаване на началните стойности на 

параметрите при стартиране на итеративната процедура. 

Този метод на параметрична идентификация в многопараметрични модели е използван 

за моделиране на процеса на окисление на глюкоза до глюконова киселина в ерлифтен 

биореактор, като стойностите на моделните параметри са получени на базата на реални 

експериментални данни за този ферментационен процес. 
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3.3. Параметрична идентификация при моделирането на процеса на ферментация на 

глюкоза в ерлифтен биореактор. 

Разгледан е процесът на микробно окисление на глюкоза под действие на бактериите 

Gluconobacter oxydans. При този процес продуцирането е пряко свързано с растежа на 

биомасата. Тази причина, както и високия добив, прави тази реакция твърде удобна като 

моделна при решаването на някои от поставените в настоящата дисертационна работа 

задачи. Освен това тази ферментация има и практическо значение, поради приложението на 

солите на глюконовата киселина в медицината под формата на калциев глюконат като 

сърдечен стимулатор и на железен глюконат срещу анемия [15], като миещо средство за 

отстраняване на налепи от калциеви и железни съединения [16] и др. 

Най-често използваните щамове за окислението на глюкоза до глюконова киселина са 

Aspergillus niger [17-22] и щамове от рода Gluconobacter (G. oxydans, G. suboxydans, G. 

melanogenus и др.) [23].  

Преобладава мнението, че реакцията не се лимитира от концентрацията на глюкозата, а 

от тази на кислорода, като съществена част от него се изразходва за растеж на биомасата [24-

26]. Съществуват опити за пулсиращо подаване на кислород след периоди на деаерация с 

азот [27], както и аерация с въздух, обогатен с кислород [26, 27]. Оказва се, че само до 

известна степен обогатяването на въздуха с кислород допринася за ускоряване на 

окислението, а при съдържание във въздуха над 60 % окислението е силно инхибирано, 

въпреки че растежът на клетките продължава [25]. Според Traeger et al. (1987) [26] 

специфичната скорост на растеж и скоростта на продуциране намаляват линейно с покачване 

на парциалното налягане на кислорода във въздуха. 

След като определящ фактор за протичането на това окисление е скоростта на подаване 

и консумация на кислорода, от основно значение се оказват скоростите на аерация и на 

масопренасяне. Oosterhuis et al. (1985) [27] изследват значението на концентрацията на 

разтворения кислород върху развитието на щама и скоростта на окисление на глюкозата. 

Като се има предвид, че равновесната концентрация на кислорода в дестилирана вода при 

налягане 1 atm и 32ºС е около 7,66.10-3 kg/m3 [28] може да се заключи, че само стойности на 

kLa над 110 h-1 могат да осигурят достатъчно кислород, , за да се избегне кислородната 

лимитация. Oosterhuis et al. (1985) [26] дават и свои опитни данни за скоростта на 

продуциране, скоростта на потребление на кислорода и специфичната дихателна активност 

на микроорганизмите. Оказва се, че всички те слабо се влияят от концентрацията на 



разтворения кислород в интервала 3÷55% спрямо равновесието. Под тази стойност, обаче, 

настъпва режим на кислородна лимитация и линеен растеж на биомасата. 

С малки изключения [29, 30] изследванията върху окислението на глюкоза до 

глюконова киселина са извършени при начални концентрации (до 50 kg/m3), които нямат 

практическо значение. От гледна точка на практическото приложение на този 

ферментационен процес е интересно да се изучи кинетиката му при високи начални 

концентрации на субстрата. 

Биотрансформацията на глюкоза до глюконова киселина е много бавен процес [12, 24], 

като биомасата, глюкозата и продуктите на реакцията циркулират в ерлифтен апарат, където 

течността се насища с кислорода във вътрешната тръба на апарата. Експериментално е 

измерено изменението на концентрацията на реагентите с времето. При тези условия 

ерлифтния биореактор представлява апарат с идеално смесване, т.е. концентрацията на 

всички вещества в течната фаза са постоянни в обема на апарата и се изменят само с 

времето. Масопренасянето на кислорода от газовата към течната фаза става при постоянна 

концентрация на кислорода в течността по височина на колоната. Концентрацията на 

кислорода в газовата фаза е практически постоянна. 

Растежът на биомасата се изразява с уравнението:  

, X
X c

dt
dc

μ=  (3.3.1) 

където специфична скорост на растеж се описва с кинетичното уравнение на Моно: 

.
ck

c
ck

c

OO

O

GG

G
max

22

2

++
= μμ  (3.3.2) 

Получаването на глюконовата киселина се описва с кинетичното уравнение на 

Luedeking-Piret [31]. 

X
XGa ck

dt
dck

dt
dc

21 += , (3.3.3) 

За протичането на тази биохимична реакция освен глюкозата като втори субстрат се 

приема и кислорода от въздуха. Уравненията за скоростта на консумация на субстратите 

изразяват материалния баланс на глюкозата и кислорода: 

X
GaXG ck

dt
dc

dt
dck

dt
dc

43 ---=  (3.3.4) 
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( ) X
GaX

OOL
O ck

dt
dc

dt
dckccak

dt
dc

65 -
2
1---

22

2 ∗= . (3.3.5) 

Началните условия на процеса на биотрансформация са: 

( ) ( ) ( ) ( ) .   ,   ,   ,   ,0 0
 

0
 

0
 

0
22 OOGGGaGaXX cccccccct =====  (3.3.6) 

Параметричната идентификационна задача (3.3.1-3.3.5) ще бъде анализирана в 

безизмерен вид, като за мащаби се използват максималните стойности на концентрациите на 

реагентите и продукта на реакцията (вж. Таблица 3): 

   .    ,    ,    ,
2
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2maxmaxmax ∗====
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O
O

G

G
G

G
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X
X c

c
C

c
c

C
c
c

C
c
c

C  (3.3.7) 

Уравненията на предложения модел, след въвеждане на концентрациите в безизмерен 

вид, имат вида: 

,
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2
max X

OO

O

GG

GX C
CK
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CK
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dt
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= μ  (3.3.8) 

,21 X
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+=  (3.3.9) 

,43 X
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dt
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където 
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Началните условия на получените в безизмерен вид уравнения (3.3.8-3.3.11) са: 

( ) ( ) ( ) ( )   .   ,   ,0   ,   ,0 0000
22 OOGGGaGaXX CCCCCCCCt ======  (3.3.13) 

Ферментационният процес съдържа голям брой уравнения и параметри и целевата 

функция (функцията на най-малките квадрати) е многоекстремална. Поради тази причина са 

необходими много добри начални приближения на стойностите на параметрите в 
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уравненията при итеративните процедури за търсене на екстремума. За тази цел 

коефициентите в модела се определят, използвайки полиномна апроксимация на наличните 

експериментални данни. 

Параметричната идентификационна задача се решава на базата на реални 

експериментални данни [12].  

Наличието на експериментална информация за изменението на концентрациите на 

реагентите и продукта на реакцията с времето позволява получаването на тяхната полиномна 

апроксимация ( )
20GGaX P,P,P,P  и изчисляването на грешките, дължащи се на тази 

апроксимация ( )
20GGaX S,S,S,S : 

( )
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 (3.3.17) 

Таблица 3 Начални и максимални експериментални стойности 

 Начални концентрации Максимални концентрации 

Биомаса ( ) 30 / 2040.0 mkgc X =  3max /  9238.2 mkgc X =  

Глюконова 

киселина 
( ) 30
 /  0 mkmolc Ga =  3 16671 m/kmol.cc max

G
max
Ga ==  

Глюкоза ( ) 30
 / 1667.1 mkmolc G =  3 16671 m/kmol.cmax

G =  

Кислород ( ) 340
  10412

2
m/kmol..c O

−= 34 10412
2

m/kmol..cO
−∗ =  
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Нулеви приближения на стойностите на параметрите в модела 

Нулевите приближения на стойностите на параметрите в модела могат да се получат, 

използвайки (3.3.8-3.3.11), като изменението на концентрациите в уравненията се заместят с 

техните полиномни апроксимации (3.3.14-3.3.17).  

За определянето на тези нулеви приближения на стойностите на коефициентите е 

необходимо да се решат последователно уравненията (3.3.8-3.3.11), описващи процеса на 

биотрансформация: 

,
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==  (3.3.21) 

Стойностите на параметрите в модела са получени посредством минимизиране на 

функцията на най-малките квадрати: 

( ) ( ) ,min~,~,~
0

2
max 2 ∫ −=

Nt

XXOGX dtPCKKQ μ  (3.3.22) 

( ) (∫ −=
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GaGaGa dtPCminK~,K~Q
0

2
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 (3.3.23) 

( ) ( )∫ −=
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GGG dtPCminK~,K~Q
0

2
43  (3.3.24) 

( ) (∫ −=
Nt

OOLO dtPCminK~,K~,ak~Q
0

2
65 222

. (3.3.25) 
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Следващият етап в този йерархичен подход за параметрична идентификация е 

съвместното решаване на уравнения за растежа на биомасата и получаването на глюконовата 

киселина и определяне на коефициентите във второто уравнение:  

,~~~
22

2
max X
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GG
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PK
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PK
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dt
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++
= μ  

,21 X
XGa CK

dt
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+=  

( ) 0    ,    ,0 0 === GaXX CCCt  (3.3.26) 

( 21 K,KQGa )→ min. (3.3.27) 

С така изчислените стойности на параметрите 21 K,K  се определят коефициентите 

43 K,K  в кинетичното уравнение, описващо консумацията на глюкозата, посредством 

решаване на системата: 
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( 43 K,KQG )→ min. (3.3.28) 

Стойностите на параметрите в уравнението, описващо консумацията на кислорода се 

получават след решаване на моделните уравнения (3.3.8-3.3.11) и минимизиране на 

функцията ( )65 ,,
2

KKakQ LO . 
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Последната стъпка в този подход за параметрична идентификация е решаване на 

системата (3.3.29), с вече изчислените стойности на коефициентите 

( )654321 K,K,ak,K,KK,K L , и определяне на стойностите на параметрите в уравнението, 

описващо растежа на биомаса ( )
2OGmaxX K,K,Q μ → min. 

Получените приблизителни стойности на параметрите в модела посредством този 

йерархичен подход позволяват намирането на точните им стойности. Получените резултати 

[13, 14] са показани в Табл. 4 
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където N е броят на експерименталните данни. 

Таблица 4 Стойности на параметрите в модела 
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В Табл. 4 са показани получените стойности на параметрите при директното решаване 

на системата от моделни уравнения с произволно подбрани начални приближения на 

стойностите на коефициентите (колона 1) и резултатите, получени в отделните 

последователни етапи на решаване на тази система посредством предложения йерархичен 

подход (колони 2, 3, 4). 

На фиг. 2-5 са показани сравненията между експерименталните данни за изменението 

на концентрациите с времето и получените данни от модела при така намерените стойности 

на коефициентите. 

Получените резултати от моделирането показват, че предложеният модел правилно 

отразява характера на зависимостта на изменение концентрациите на биомасата, глюкозата, 

кислорода и глюконовата киселина с времето. 

Уравнението (3.3.30) е решено с помощта на MATLAB R2007b с първоначално 

зададени стойности на параметрите в модела и последващо минимизиране на функцията “Q”. 

 

 

Fig. 2. Сравнение на изчислените стойности 

и експерименталните данни за 

концентрацията на биомасата 

 Fig. 3. Сравнение на изчислените стойности 

и експерименталните данни за 

концентрацията на глюконова киселина 
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Fig. 4. Сравнение на изчислените стойности 

и експерименталните данни за 

концентрацията на глюкозата 

 Fig. 5. Сравнение на изчислените 

стойности и експерименталните данни за 

концентрацията на кислорода 

 

Стойностите на параметрите са получени на базата на реални експериментални данни 

за ферментационния процес, като моделните уравнения са решени с първоначално зададени 

стойности на параметрите в модела (начално йерархично ниво) и последващо минимизиране 

на целевата функция.  

Резултатите показват намаляване на грешката на модела при всяко следващо 

йерархично ниво и добро съответствие с експерименталните данни при последното ниво. 

Предложеният йерархичен подход позволява определянето на коефициенти при 

многопараметрични модели, в случаите когато целевата функция е многоекстремална. 

От анализа на резултатите от моделирането може да се направи извода, че 

предложеният модел правилно отразява характера на зависимостта на изменение на 

концентрациите на субстратите и продукта на реакцията с времето. 

 

3.4. Моделиране кинетиката на нарастване на червени микроводорасли в ерлифтен 

фотобиореактор 

Червените микроводорасли са естествена суровина за производството на 

висококачествени химични съединения за нуждите на фармацевтичната и хранителната 

индустрии, както и биоактивни вещества, витамини, пигменти и мастни киселини [32-34]. 

Освен това, в дългосрочен план, водораслите могат да се използват за производството на 

екологични чисти горива [35, 36]. Фотосинтезиращите водорасли се използват във 
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фотобиореакторите, като източника на светлина, необходим за протичането на процеса, 

може да бъде изкуствен или естествен. Наличието и интензитетът на светлината е главен 

фактор, контролиращ продуктивността на фотосинтезиращите култури [37, 38]. 

Протичането на процеса фотосинтеза е свързано с наличието на светлина и въглероден 

двуокис [39, 40].  

Скоростта на нарастване на биомасата е определена от интензитета на светлинния 

поток и скоростта на междуфазово масопренасяне на въглеродния двуокис [41, 42]. В 

случаите, когато светлинния поток е постоянен, то процеса се лимитира от концентрацията 

на въглеродния двуокис в течната фаза, т.е. от скоростта на междуфазово масопренасяне на 

въглеродния двуокис [43, 44]. Моделирането на кинетиката на процеса на фотосинтеза в 

ерлифтен реактор е една от поставените задачи в този дисертационен труд.  

Разглеждаме процеса фотосинтеза, протичащ в ерлифтен реактор, в който 

междуфазовия масопренос на CO2 се осъществява във възходящата зона, а 

фотобиохимичната реакция-в низходящата зона на реактора [45, 46]. Теоретичният анализ на 

процеса се прави на базата на дифузионен модел на ерлифтен реактор [47, 48]. В случай на 

нестационарен процес, ерлифтният реактор може да се приеме за циркулационен тръбен 

реактор, в който разпределението на въглеродния двуокис в течната фаза се определя от 

уравнението на конвекция-дифузия с обемна реакция: 
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където  и  са разпределението на скоростта и концентрацията на CO2 в течната 

фаза на реактора, 

( )ru ( t,r,xc )
u  и c -средната скорост и концентрация на CO2 на вход (изход) на 

реактора, -коефициент на дифузия, -скоростен коефициент на обемната реакция, -

височина на течността в реактора, -радиус на реактора, t -време. 

D k l

0r

Задачата (3.4.1) ще бъде анализирана в безизмерна форма, използвайки характерните 

мащаби на процеса: 

.Ccc,Ccc,Uuu,Rrr,lXx,Ttt 0000           ======  (3.4.2) 
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След въвеждане на безизмерните величини, уравнението (3.4.1) има вида: 

;11
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C
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l

X
C

Pel
tu

X
CU

l
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C

o
o

oo −⎥
⎦
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⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂  

;
R
C,R;

R
C,R;C,T 0  1   0  0   1  0 =

∂
∂

==
∂
∂

===  

( ) ( ) ( ) ,11,  ,1,0,,  ,0
X
C

Pe
UCTCTCRTCX

∂
∂

−===  (3.4.3) 

където 

.
D
luPe =  (3.4.4) 

Нестационарността на процеса е резултат от рециркулацията на течността и зависи от 

обемната скорост на реакцията ( , т.е. за характерно време може да се използва: )k

k
1to =  (3.4.5) 

След заместване на характерното време, изразено по този начин, в уравнение (3.4.3) се 

получава: 
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∂
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∂
∂δ  (3.4.6) 

където 
u
kl

=δ  е параметър, който има ниски стойности ( )1≺≺δ  в случаите на бавна обемна 

реакция .  ( )1≺≺k

Уравнение (3.4.6) се решава посредством прилагане на метода на отделящите се 

променливи, при който се решават задачи с гранични и начални условия [49] 

Използването на този метод дава възможност решението на уравнение (3.4.6) да се 

търси от вида: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )TCX,RCX,R,TC 10 +=  (3.4.7) 

От уравнения (3.4.3) и (3.4.6) се получава: 
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( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( )
( ) ( )

;
R

C,R;
R

C,R;C,C,T 0  1   0  0   1  0  0
00

10 =
∂
∂

==
∂
∂

====  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

  .111   ,10,  ,0
0

10
0000

X
C

Pe
CCUCCCRCX

∂
∂

−+=+==  (3.4.8) 

Решението за ( ) ( X,RC 0 ) може да се получи от уравнение (3.4.8) като нулево 

приближение по отношение на параметъра δ : 

( ) ( ) ( ) ( )
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( ) ( )
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  0.  00  0
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0 =
∂
∂

==
X

C,,RC,X  

( ) ( )
0.  ,1    0;  ,0

00

=
∂
∂

==
∂
∂

=
R

CR
R

CR  (3.4.9) 

Граничните условия в уравнение (3.4.9) за 0X =  следват от липсата на обемна реакция 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =
∂
∂

0
X
Co  и началните условия при ( )00 == oCT . При тези условия решението на това 

уравнение е ( ) ( ){ }00 ≡X,RC , което позволява да се получи ( ) ( )TC 1 : 

( )
( ) ( ) ;C,T,C

T
C 1  0  11

1
==−=

∂
∂  (3.4.10) 

от където се получава непосредствено: 

( ) .eC T−=1  (3.4.11) 

Резултатът показва, че за бавните обемни реакции скоростта на процеса се определя от 

тяхната кинетика и колонния (ерлифтен) реактор е в режим на идеално смесване. По този 

начин моделът на процеса на фотосинтеза в ерлифтния реактор се редуцира до модел на 

кинетиката на фотосинтезата. 

 

3.4.1. Математичен модел 
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Експерименталните данни за увеличаване на концентрацията на водораслите 

(microalgae Pophyridium sp) с времето [37] водят до хипотезата, че механизмът на нарастване 

на водораслите включва два процеса, чиито скорости се изравняват във времето и 

концентрацията на водораслите става постоянна. 



Кинетичното уравнение, което описва този механизъм има вида: 

,ckc
ck

c
dt

dc
XXmax

X
0

1
−

+
= μ  (3.4.12) 

където ( ) ( )tcc,tcc XX ==  . 

Pophyridium sp са култивирани в изкуствена морска вода [47, 48]. Обогатеният с 3% 

CO2 въздух барботира в реактора. За източник на светлина се използва флуоресцентна лампа, 

осигуряваща фотонен поток с интензитет . Всички експерименти са проведени 

в стая с контролирана температура [37]. 

12250 −− sEmμ

CD2523 −

Експериментите за култивиране на Pophyridium sp са проведени в лабораторен 

ерлифтен биореактор с обем  в условия, близки до режим на идеално смесване в 

течната фаза [48]. 

313 dm

Изменението на концентрацията на CO2 с времето ( )tc  зависи от скоростта на 

консумация на CO2 за нарастване на биомасата и скоростта на междуфазовия масопренос. 

Xx c
ck

cAW
dt
dc

+
−=

1
maxμ . (3.4.13) 

Обемната скорост на масопренасяне W  може да се определи от средната концентрация 

на CO2 в газовата фаза на вход и изход от колоната. 

( )( h
gasgas cc

h
uW −= 0 ). (3.4.14) 

Обемната скорост на масопренасяне W  зависи от локалната скорост на масопренасяне 

 по височина на колоната: q

xqd
h

W
h

∫=
0

1 , (3.4.15) 

където 

( )cckq gas χ−= . (3.4.16) 

Приемаме, че концентрацията на CO2 в газовата фаза се променя линейно по височина 

на колоната от  до ( ) ( )00 gasgas ct,c = ( ) h
gasgas ct,hc = : 

( ) ( )( .cc
h

cc h
gasgasgasgas −−= 00 )χ  (3.4.17) 

 
 

30



Заместването на  в уравнения (3.4.15, 3.4.16) води до израза: gasc

( )
.c

cc
kW

h
gasgas

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−

+
= χ

2

0

 (3.4.18) 

Изразите за обемната скорост на масопренасяне (3.4.14, 3.4.18) позволяват да се 

определи средната концентрация на CO2 в газовата фаза на изход от колоната: 

( )

2

2
0

k
h
u

ckck
h
u

c
gas

h
gas

+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
χ

. (3.4.19) 

Моделните уравнения на процеса (3.4.12-3.4.14, 3.4.19) имат следните начални условия: 

( ) ( )00      0 cc,c c,t XX === , (3.4.20) 

където  е началната концентрация на биомасата, а ( )0
Xc ( ) ( ) χ/cc gas

00 = , ако процесът започва 

при стартиране на осветяването. 

Този модел се характеризира с четири параметъра, които е необходимо да се определят 

от експериментални данни. 

 

3.4.2. Определяне на параметрите в модела 

Поради факта, че математичното описание на инженерно-химичните процеси много 

често съдържа голям брой уравнения и параметри и целевата функция (функцията на най-

малките квадрати) е многоекстремална, са необходими много добри начални приближения 

на стойностите на параметрите в уравненията при стартиране на итеративните процедури за 

търсене на екстремум. За определяне на параметрите в отделните уравнения се използва 

полиномна апроксимация на експерименталните данни за процеса. 

При моделирането на кинетиката на този процес субституцията е затруднена, тъй като 

са предоставени експериментални данни единствено за изменението на концентрацията на 

червените микроводорасли с времето [37]. 

Експерименталните данни за концентрацията на биомасата се заместват с полиномна 

апроксимация: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) .
tP
t'PtA,t'P

dt
dP

dt
dc

,tPtc X
X ====        (3.4.21) 
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Отсъствието на експериментални данни за промяната на концентрацията на 

въглеродния двуокис ще се преодолее чрез данни за ( )tc , получени от уравнение (3.4.12), 

след въвеждане на уравнение (3.4.21): 

( ) ( )[ ]
( ) .
tAk

tAkk
tc

max −−
+

=
0

01

μ
 (3.4.22) 

Данните за ( )tc  са получени от експерименталната информация за биомасата, но това е 

условно, т.като тези данни зависят и от няколко параметъра 10max k,k,μ , които са обект на 

определяне. 

За определяне на параметрите в модела е използван методът на най-малките квадрати. 

За целта е необходимо да се минимизира функцията Q : 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ,tctcαtctcQ
N

i
ii

N

i
i

exp
XiX

2

1

2

1
∑∑
==

−+−= ]

)

 (3.4.23) 

където  са времената, в които биомасата е количествено определена, ( N,...,1iti =

10010÷=α  е „специфично тегло”, компенсиращо разликите в порядъка на двете суми. 

Функцията  се определя след решаване на моделните уравнения (3.4.12, 3.4.13, 3.4.18, 

3.4.19) при зададени стойности на параметрите 

Q

10max k,k,μ . 

Началните условия на процеса (3.4.20) са заместени с: 

( ) ( ) ( ) ( )
( )0

0      0 1010

A
Akc,cc,t

max
XX exp −

===
μ

, (3.4.24) 

като се допуска, че в началото на процеса влиянието на втория член в уравнение (3.4.12), т.е. 

, може да се пренебрегне. 0k

Експерименталните данни за нарастването на микроводораслите показват, че при 

0  ==≥
dt

dc,cc,tt X
XXN N

 и от уравнение (3.4.12) следва: 

( ) const
k

kk
tcc

max
NN =

−
==

0

10

μ
. (3.4.25) 

При тези условия ( ) 0 =≥
dt
dctt N , т.е. 
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( ) ( )[ ] 0
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0 =
+

−−
NX
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N
maxxN

h
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h
u μ ,

 (3.4.26)

където 
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h
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tc
Ngas

N
h
gas

+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
χ

. (3.4.27) 

Заместването на уравнение (3.4.25) в уравнения (3.4.26, 3.4.27) и впоследствие на 

уравнение (3.4.26) в (3.4.27) води до израз, даващ връзка между параметрите 10max k,k,k,μ , 

т.е. дава възможност за определяне на  като функция от другите параметри: k

( )
( ) ( )( ) ( )00100

00
00

2

2

kkchAkkkccu

kkcAu
k

maxXxgasmaxgas

maxXx

N

N

−−−−

−
=

μχμ

μ
. (3.4.28) 

Заместването на израза (3.4.28) в уравнението за определяне на средната концентрация 

на CO2 в газовата фаза на изход от апарата (3.4.19) води до моделно уравнение, съдържащо 

три параметъра и в резултат функцията на най-малките квадрати  (3.4.23) зависи само от 

параметрите 

Q

10max k,k,μ . 

Параметрите в модела са определени посредством минимизиране на  (3.4.23), 

използвайки минимизационната процедура fminsearch на MATLAB R2007b. 

Q

Получените резултати са: 

.27149.0,01095.0,4999.2,73859.0 3
1

1
0

11 kg/m k  h k  h k  h max ==== −−−μ  (3.4.29) 

Изследвана е коректността на обратната идентификационна задача [50]. За тази цел 

полиномът  е използван за получаване на друг набор от данни за растежа на биомасата. 

Решаването на параметричната идентификационна задача с новополучените данни за 

растежа на микроводораслите води до резултатите: 

( )tP

.m/kg.k,h.k,h.k,h.  252390  012180 8172  919560 3
1

1
0

11
max ==== −−−μ  (3.4.30) 

Малката разлика в стойностите на получените параметри (3.4.29) и (3.4.30) отразява 

коректността на обратната задача, т.е. решението на задачата не е чувствително по 

отношение на грешката на експерименталните данни. 

Използването на израза, даващ връзка между параметрите 10max k,k,k,μ  (3.4.28) 

сравнително опростява решението на задачата, но това уравнение е изведено следствие на 
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хипотезата, че 0=
dt

dcX  за . По този начин това уравнение (3.4.28) може да се приеме 

като приближение. 

Ntt ≥

7417.2=

Коефициентът  може да се получи по-точно чрез минимизиране на функцията  като 

функция на четири параметъра, използвайки резултатите (3.4.29) като начални приближения 

в минимизационната процедура. Получените резултати са: 

k Q

. (3.4.31) mkgk  h k  h k  h max
3

1
1

0
11 /06419.0,01127.0,,93139.0 === −−−μ

 

3.4.3. Анализиране на резултатите 

Скоростта на газа е много важна величина в пневматичните реактори. Количеството на 

газа, подавано в реактора, силно влияе върху смесването в средата, разпределянето на 

клетките в реактора, растежната способност на клетките и абсорбцията на въглеродния 

двуокис. Когато скоростта на газа се увеличава се подобрява смесването в реактора и 

следователно-масопреноса [37, 51]. 

Интензификацията на растежа на водораслите с повишаващата се скорост на газа се 

обяснява с подобряването на масопреноса в реактора. Очевидно е, че междуфазовият 

масопренос е много важен, т.като е отговорен за захранването с въглероден двуокис, 

необходим за нарастването на клетките. Този е етап е относително бърз поради високата 

разтворимост на въглеродния двуокис в използвания газ. В рамките на самата течност, 

далече от междуфазовата повърхност газ-течност, се различават два механизма на 

масопренос. Първият-конвективен масопренос се реализира открай докрай в реактора и е 

свързан с пълното циркулиране на течността и макросмесването. Това е функция от модела 

на реактора, физичните характеристики на средата и скоростта на газовия поток. Вторият 

механизъм е преноса от обема на течността до суспендираната клетка [37]. 

Масопреносът течност-клетка е повлиян от свойствата на течността и динамичните 

характеристики на флуидите, и зависи от масата на клетките. 

Сравнението на получените от модела резултати и експерименталните данни 

(вж.Таблица 5) при различни “специфични” скорости на газа (дебит за единица пълно 

сечение на колоната) е показано на фигури (6-11). В Таблица 5 са показани стойностите на 

параметрите в модела и на функцията на най-малките квадрати . Q

Приемайки, че скоростта на газа не оказва влияние върху коефициентите 10 k,k,maxμ , 

можем да изчислим техните средни стойности 10 k,k,maxμ  за трите дадени “специфични” 
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скорости на газа. С тези средни стойности на параметрите се минимизира целевата функция 

 и се определя коефициента на масопренасяне Q k : 

.0410  01040  97490 3
1

1
0

1
max m/kg.k,h.k,h. === −−μ  (3.4.32) 

Получените резултати показват зависимостта на коефициента на масопренасяне от 

“специфичната” скорост на газа: 

.u.k .381102865 −=  (3.4.33) 

Данните за изменението на концентрацията на въглеродния двуокис в течната фаза ( )tc  

са получени от уравнение (3.4.22) с вече изчислените стойности на параметрите (вж.Табл. 5). 

Предложеният метод за параметрична идентификация дава възможност за решаване на 

задачата в случаите, когато не се разполага с достатъчно пълна експериментална 

информация за процеса. 

Сравнението на теоретичните и експерименталните данни (Фигури 6-11) показват, че 

точността на решението може да се повиши, използвайки по-точни експериментални данни 

за началото на процеса . h 24t0 ≤≤

 

 

 

 

 

 

 

 

Фиг.6. Сравнение на теоретичните 

резултати и експерименталните данни за 

концентрацията на биомасата 

 Фиг.7. Сравнение на теоретичните 

резултати и експерименталните данни за 

концентрацията на CO2 в течната фаза 
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Фиг.8. Сравнение на теоретичните 

резултати и експерименталните данни за 

концентрацията на биомасата 

 Фиг.9. Сравнение на теоретичните 

резултати и експерименталните данни за 

концентрацията на CO2 в течната фаза 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Фиг.10. Сравнение на теоретичните 

резултати и експерименталните данни за 

концентрацията на биомасата 

 Фиг.11. Сравнение на теоретичните 

резултати и експерименталните данни за 

концентрацията на CO2 в течната фаза 

 

Доброто съответствие между теоретичните резултати и експерименталните данни 

потвърждава хипотезата, че механизма на растежа включва два процеса, чиито скорости 

остават постоянни с течение на времето и концентрацията на биомасата остава постоянна.  
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От теоретичния анализ на уравненията в модела и от факта за съществуването на връзка 

между концентрациите на биомасата и въглеродния двуокис в течната фаза е показана 

възможността за заместване на липсващи експериментални данни с условни, като 

последните зависят от параметрите в модела.  

 

Таблица 5 Стойности на параметрите в модела за различни „специфични” 

скорости на газа 
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h/m.u  9441= h/m.u  765

„Специфична” 

скорост на газа 

(u), m/h 

 =  h/m.u  8811=  

Стойности на 

параметрите в 

модела 1

3
1

1
0

1

 72823

 01770

 00940

 01851

−

−

−

=

=

=

=

h.k

m/kg.k

h.k

h.maxμ

 

   2810.Q =

1

3
1

1
0

1

74172

 064190

 011270

 931390

−

−

−

=

=

=

=

h.k

m/kg.k

h.k

h.maxμ

 

 72130.Q =  

1

3
1

1
0

1

 60041

 77580

 008050

 450070

−

−

−

=

=

=

=

h.k

m/kg.k

h.k

h.maxμ

 

   3041.Q =

Средни стойности 

на параметрите в 

модела 1

3
1

1
0

1

 19344

 0410

 01040

 97490

−

−

−

=

=

=

=

h.k

m/kg.k

h.k

h.maxμ

 

    28960.Q =

1

3
1

1
0

1

56842
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−

−

−

=

=

=

=

h.k

m/kg.k
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   71540.Q =  

1

3
1

1
0

1

 12672

 0410

 01040
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−

−

−

=

=

=

=

h.k

m/kg.k
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     03341.Q =

 

Разработеният йерархичен подход за параметрична идентификация е използван и при 

моделиране кинетиката на нарастване на червени микроводорасли в ерлифтен 

фотобиореактор, за да се покаже неговата приложимост и в случаите, когато не се разполага 

с пълна експериментална информация за протичането на процесите. 

Доказана е коректността на параметричната идентификационна задача, а представеният 

метод е приложим за различни фотосинтезни процеси. 
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4. Изводи и приноси 

 

От получените резултати могат да се направят следните изводи, имащи характер на научни 

приноси:  

 

 Направен е анализ на некоректните параметрични идентификационни задачи и е 

показано, че тази некоректност се дължи на наличието на малък параметър (дифузия, 

вискозитет, топлопроводност) пред старшата производна в моделите на инженерно-

химичните процеси. Сравнени са метода на регуляризация и симплекс метода 

fminsearch за определяне на параметрите в случаите на некоректност на обратната 

задача, използвайки Matlab R2007b. 

 Разработен е йерарархичен метод за решаване на многопараметрични модели с 

използването на полиномни апроксимации на експериментални данни, необходими за 

идентификацията на параметрите. Получените стойности на коефициентите 

посредством този йерархичен подход могат да се използват като нулеви приближения 

в параметричната идентификационна задача и те се явяват начално йерархично ниво в 

идентификационната процедура.  

 Предложеният йерархичен метод е приложен при моделирането на процеса на 

ферментация на глюкоза в ерлифтен биореактор. Стойностите на параметрите са 

получени на базата на реални експериментални данни за ферментационния процес. 

Получените резултати от моделирането показват, че предложеният модел правилно 

отразява характера на зависимостта на изменение на концентрациите на биомасата, 

глюкозата, кислорода и глюконовата киселина с времето. 

 Йерархичният подход за параметрична идентификация е използван и за решаване на 

задачи в случаите, когато не се разполага с пълна експериментална информация за 

процеса. Създаден е кинетичен модел на процеса на нарастване на червени 

микроводорасли в ерлифтен фотобиореактор и е показана възможността за заместване 

на липсващи експериментални данни с условни, като последните зависят от 

параметрите в кинетичния модел. Доказана е коректността на параметричната 

идентификационна задача, а предложеният метод е приложим за различни 

фотосинтезни процеси. 
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